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Einleitung. - Die vorliegende Arbeit schliesst an die von ~ A N S I L  veriiifeiitlichten 
((Studies in Molecular Structur. LCAO-MO-SCF Wave Functions for Selected First- 
Row Diatomic Molecules))2) an. U. a. werden von RANSIL speziell die Molekeln C,, 
ReO, BN und LiF betrachtet. Mittels der von ROOTHAN 3, entwickelten iterativen 
(( Self consistent Field)) Methode lconnten die Wellenfunktion und die Energie des 
Grundzustandes der Molekcln C, und LiF gefunden werden. Fur die Molekeln B e 0  
und RN jedoch fiihrte die ROOT HA AN'S^^^ Methode zii divergenten Folgen, so dass 
die betreffenden Wellenfunktioncn nicht gefunden werden konnten. U. W. wurden 
bis heute die zwei in Frage stehenden Wellenfunktionen nicht erhalten. Dies durftc 
darauf zuriickzufiihren sein, dass die dabei angewandten iterativen Losungs- 
methoden der SCF-Gleichungen lediglich eine lineare Konvergenz aufweisen. 

Nach einem Uberblick uber die iterative Losungsmethode der SCF-Gleichungen 
von MASSE, die quadratische Konvergenz aufweist, wird die Molekel Re0  mittels der 
SCF-Theorie unter Benutzung dieser Methode studiert. 

1. Uberblick iiber die Losungsmethode der SCF-Gleichungen von MASSE’). - 
Rekanntlich ist die SCF-Theorie eine Naherungsmethode zur Losung der SCHRi1)- 
i ) r ~ ( ; ~ ~ - ( ; l e i ~ l ~ i i i i g .  Das Li’csen t1icsc.l- Niiherung, rnit c1c.r Systeme von Elcktroncn, 
die ill gegcnseitigw Wt~c.liwlwirkung stellell, studicrt werdeii, 1 
folgt zusaninienfassen : 

funktion (auch Spinorbital genannt) zugeordnet : 
1. Jedem Elektron des betrachteten Systenis wird eine Einelektroncncigcn- 

@k = 9% ( X I ,  Y 1 , z J  1 7 ( @ L )  1 

1) 1 ,  I,. MASSIC, lJne mtithotlc tlc rdsolution clcs kqiiations du champ autocohdrant. Cah. Pliysiquc 
1.1351 453 (1961). (Gcgcnwartigc Adrcssc: T,’Yvelinc 

z )  Bernard J. RANSIL, Rev. Modcrn Physics 32 (1960). 
C. C. J. ROOTHAAN, Rev. Modcrn Physics 23 (1951). 

Grosrouvrc (Seine ct  Oisc), Franco.) 
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worin pk(xl,  yL ,  2,) die Raumfunktion des l'ten Elektrons (auch Orbital genannt) und 
q(oL) die Spinfunktion des l'ten Elektrons bezcichnen. Der Index k numerici-t den 
Spinorbital. 

2. Die totale Wellenfunlition ties betrachteten Systeins ist eiii aiitisyinmctl.isches 
Produkt, gebildet aus den Spinorbitals. 

3 .  Die Bestimmung der gesuchten Spinorbitals erfolgt mittels der Redingung : 
Energie = Minimum. 

Die Grenzen fur die Anwendbarkeit der SCF-Theorie sind cinerscits durch dic 
Natur der Naherung bedingt, andererseits wird die Miiglichkeit der Durchfuhrung 
der numerischen Kechnung mit anwachsender Elektronenzahl beschrankt. Diese Be- 
schrankung wird durch die von MASSE entwickelte Mcthode vcrringert, indem ein 
iteratives Losungsverfahren mit quadratischer Konvergenz vorgeschlagen wird. 
Dadurch vermindert sich im Ganzen gesehen die Anzahl der Operationen, die notig 
ist, urn eine verlangte Genauigkeit der Kesultate zu erreichen. Auch konnen Lo- 
sungen von Problemen gefunden werden, wo Methoden mit h e a r e r  Konvergenz 
bisher keine Resultate ergaben, wie dies fur die in Abschnitt 2 betrachtete Molekel 
Be0 der Fall ist. 

Wie betrachten im folgenden speziell ein System von 2 N + N' Elektronen mit 
einem Gesamtspinmoment S = N'.E/2 und einer Spinkomponente in der ausge- 
zeichneten Richtung (2-Kichtung) S, : N' Aj2. N -+ N' Elektronen seien die Spin- 
orbitals @kqk- u und N Elektronen die Spinorbitals Qk=qk. /3 zugeordnet. Dann hat 
die Wellenfunktion des Gesamtsystems die Form : 

- 

wobei wir 
(4 

dV rlx, rly, d ~ ,  do, . . . dz,,.,,, d~,,. , Lvt (Eu .,,, 4.,vr 

voi-aussctzeii. (2) ist automatisch erfiillt, Ialls die Spinorbitals orthonormiert sind, 
d. h. falls I@: @l d v  = d,, k ,  1 = 1, 2, ... N + N' ,  

rlv -= dx d y  rlz d o .  
(3) 

Definitionsgemass ist die uber Y gemittelte Gesamtenergie des Systems gegeben 
durch: 

1:' i 'Y ' *  !?j %J 111'. (4) 

!7~ ist clcr HA~iiLrcJr\l-O1'"r~~t(ii~ dcs Systems. In uiisercr Nahcrutig, ivo die Wcrltsel- 
wirkung zwischen den einzelnen Elektronen berucksichtigt ist, setzt er sich wie folgt 
zusammen : 

1 2 N + IV' 2 N + N '  

5 = 2 5 0 ( 4  + ' i z  c xt.. 
s-1 s , t = 1  

s * t  

5, ist der ((Core-Operator)) des s'ten Elektrons, d. h. die Summc gebildet aus d ~ n i  
kinetischen und potentiellen Energieoperator des s'ten Elektrons, das sich im Feld 
des ((Core)) des betrachteten Systems bewegt. (Als Core eines Systems bezeichnet 
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man dic Gesanitheit seiner Atomkerne und der Elektronen der inneren Sclialen.) 
rSt ist der Abstand zwischen den Elektronen s und t .  

Setzen wir (1) in die Gleichung (4) ein, so folgt fur die Gesamtc!nrrgie: 
s s + N' Y 

% = I  j="l i ,  k ~ 1 
E ( ~ l i . . .  Y ~ Y  t .\,) r z  C 2 (Yi I 5 n  I 9,) + C (pit I $0 1 ~ i )  +~ C (2 . ~ , k  - ~ ( i k )  -1- 

(5 1 .v I\-+ N' 

Mit  Hiifc dcr Bedingung 
0 E = 0 

werden die HAKrIIEE-FOcK'schen Differentialglei~hungen~) gewonnen : 

Die in (0) auftreteuden Koellizienten ci, F,, r i i  sind Lnc;KnNi(;E's( . t iC Muitiplikatoi-en. 
tlic der Rediiigung (3)  wegen eingefuhrt werden. 

TJm das Differentialgleichungssystem (6) zu liisen, kann nian die gesuchteii 
Orbitals als Lincarkomhination von a przori gewahlten Basisfunktionen, die einen 
vollstandigen Satz bilden, ausdriicken. Ua ein solcher Satz unendlich viele Funk- 
tionen enthalt, beschrankt man sich in der Praxis auf eine endliche Anzahl von 
passend gewahlten Basisfunktionen, z. R. die SLATER'Schen Funktionen 1 s, Zs, Z/I 
fur ein Atom der ersten Reihe der periodischen Svstems. Diese Naheruiig ist natiirlich 

4) V. FOCK, Z. Physik. 61, 126 (1930) 
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uni so besser, je griisser die Anzahl der bcnutzten Basisfunktionen des gewdilten 
Satzes ist3). Diese Naherung wollen wir auch hier anwenden, d. h. wir setzen: 

M 

qk =CxkIr x , ~ ,  k = 1, 2,  ... 9 + N‘. (7) 
p = l  

xi, xz, . . . xM bezeichnen die gewahlten Hasisfunktionen und xkfi  dercn Koeifizienten. 
Unser Problem besteht in der Bestimmung der numerischen Werte der xkp. 

In  der Matrixschreibweise, die wir im folgenden benutzen, lautet (7) : 

Y k  = x Xk (8) 

(9) 

mit : x = ( X l ,  XZ> ... X A I ) ,  

Xk = (?). 
Mittels der N + N’ Kolonnenmatrizen X ,  bestinmen wir nach MACWEENYS) die 
2 Dichtematrizen R ,  und R, ,  definiert wie folgt : 

N 
R,  = 2 Xi X i ,  

1 = 1  
N i -  N‘ (10) 

R ,  . 2 X j  X i .  
i =n’+l 

X’  bedeutet die Transponierte von X .  
Die auftretenden Integraltypen bezeichnen wir der Kiirze halber wie folgt : 

1 
( P V  I e 4 = .“ //& xA1) .,, X,“(2) X J 2 )  L h  dz,,, 

c:,,, = (p v I e 4 - ‘ 1 2  (P 0- I e 4 I 

c;,,c‘r = (p v I f‘ of - (p G 1 p Y), p, v, f‘, (T = 1, 2, . . . M .  

Ferner definieren wir die beiden Matrizen G , ( R ) ,  G , ( R ) ,  die lineare Funktionen 
einer M-reihigen quadratischen Matrix R sind, durch : 

AT 
1 w R ) / l L *  -= c c/l”vv % , I  

0.a- I 

ar 
(z‘Z(R)l,u = c C;,,,, IZo,,, 

e,o = 1 
p ,  G, p, v ~- 1, 2, . _ .  M .  

Untcr Benutzung der oben gewahlten Bezeichnungsweise lassen sich die Operatoren 
@l und 5j2 aus (6’) mit Hilfe der M Basisfunktionen xp durch die folgenden M- 
reihigen quadratischen Matrizen darstellen : 
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so dass die SCF-Gleichungen (6) schliesslich die folgende Form aufweisen : 

ni 

Oj, ist die Null-Kolonnenmatrix von M Zeilen. 

Entsprechend erhalten wir fur die Orthonormierungsbedingungen (3) : 

XL S X ,  = 8,, k ,  1 = 1, 2, . . . N + AT‘. (13) 

Zur Eliniinierung der LAGIiANGE’SChen Multiplikatoren ci, t;., c i j  multipliziercn wir 
jede der N + N’ Gleichungen (12) von links sukzessive mit jeder der N + N‘ Trans- 
ponierten X i ,  Xi der Kolonnenmatrizen X i  und X j .  Dadurch gewinnen wir einerseits 
Beziehungen zwischen den LAGRANGE’Schen Multiplikatoren und den unbekannten 
Kolonnenmatrizen X i ,  X j  

B i i  = xi HI xi, i- 1 , 2 ,  . . .  N ,  

E . .  =z X :  H2 X .  j = N -t 1, . . . N 4- N‘ , JJ 1 J ’  

E ~ , ~  2 Xz! H ,  X j  =: X,‘ H ,  X, 

und andererseits Gleichungssysteme, die die Multiplikatoren nicht melir enthalten : 

xc c2 Hl ( X l ,  . . . , X,V+,,V) - H ,  (XI, . . ’ , X,+,V.) l  x, = 0, 

i 7 1, 2, ... , N ,  j = N + 1, . . .  , N 4- N‘, 

X l  H ,  ( X , ,  . . . , X , ,  .,,) X ,  = 0,  

Xi’ HZ ( X I ,  .. . , X,, , ,.,..) X ,  = 0, 

1 5 i < k 

N -1 I 
N ,  

(1.1) i < 1 < N + N’. 

Zur Bestimmung aller M(N + N’) unbekannten Elemente ,xkP genugen die Glei- 
chungen (13) + (14) nicht. Denn (13) + (14) liefern insgesamt nur (N + N’). 
(N -1 N’) Gleichungen. Um diese Gleichungen zu erganzen fuhren wir die M - (N + 
N’) zusatzlichen Kolonnenmatrizen : 

xx+ x,, 1 9  .. . x,, (15) 

ein, die die Ortlionormierungsbedingunffen : 

xw; s x, = 0,  wi ~ N -1 ,\I‘ + 1, . . . , M ,  

lz - 1 ,  2,  ... N -1 N‘,  
(16) X i  S X ,  = 0, m, H, = N -I- N’ + I, ... , M ,  

zu erfullen haben. Diese zusatzlichen Kolonnenmatrizen konnen aus den Kolonnen- 
matrizen X,,  . . .X,+,, erhalten werden, indem man beliebige Anfangs-Kolonnen- 
matrizen wahlt und das Orthonormierungsverfahren von SCHMIDT durchfuhrt. Multi- 
plizieren wir jede der Gleichungen (12) von links mit jeder dcr M - (N + N’) zusatz- 

5 )  R. XACWEENY, Proc. Royal Soc. -4 2 4 / ,  239 (1957). 
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lichen Kolonnenmatrizen (15) so folgt: 

x; H , X i  = 0, 

x; H 2 X i  = 0, 

m = N + N’ + 1 ,  ... , M ,  

i 7 1 ,  ... , N ,  

i = N + 1, ... , N + ”. (17) 

Die Gesamtheh der Gleichungen (13), (14) und (17) bilden nun ein System von 
M(N + N’) algebraischen Gleichungen, so dass die M(N + N’) Elernente xh,, der 
Kolonnenmatrisen X ,  vollstandig bestimmt werden konnen. 

Der Orthonormierungsbedingungen (13) wegen wahlen wir anstelle dcr M(N + N’) 
Elemente xk,, sum Reispiel die nachstehenden Verhaltnisse als Unbeltannte des 
Problems : 

‘rN ~ I N’, 2 

X~ + N , ,  1 

X N + M ’ ,  M - ( N i  “)i 1 

X N  + S’, 1 
, ... , 

Ausgehend von den Verhaltnissen (18) bestimmen wir mittels der Orthonormierungs- 
bedingungen (13) samtliche Elemente xkp wie folgt : 

Wir ordnen jedem der Verhaltnisse (18) einen speziellen Wert zu und berechnen 
vorerst xll mittels (1 3)  : 

Alsdann konnen wir die iibrigen Elemente xlP bestimmen. 

X1’SXl = 1. 
i 

Das in (18) fehlende Verhaltnis xZM/xZ1 folgt am: 

X,’ s x, - 0, 

X,‘ s x, = 1. 
und xZ1 resultiert nus: 

Nun konnen wir alle ubrigen Elemente x , ~  bestimmen. 
Entsprechendes gilt fur x3M/x31, x3M--1/x31, und xQ1 unter Reniitzung der Relationen : 

x,’ s XI = 0 ;  X,‘ s x, = 0;  X,‘ s x, = 1 usw. 

Die Durchfuhrung dieser Rechnung eriordert die Losung von sukzessiven linearen 
Gleichungssystemen der Ordnung 1, 2 . . . , N + N’ - 1. 

Bei der Definition (18) der Unbekannten wurden die Elemcntc xI1, xz,, xal, 
. . willkiirlich als Nenner gewahlt, wogegen sich vom mathematischen 
Standpunkt aus nichts einwenden lasst. Um aber die Genauigkeit der Rechnung 
sicherzustellen, ist es notwendig, dasjenige Element jeder Kolonnenmatrix X ,  als 
Nenner der Verhaltnisse (18) zu wahlen, das den griissten Absolutwert aufweist. 
Dieses Element bezeichnen wir mit dem Index m(k) : 
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Mit dieser Redingung lassen sich die Verhaltnisse (18) allgemein wie folgt zusammen- 
fnsscn : 

/ A  =I= m(l2) 

1 ,  2, ... , M - h 

1 ,  2, ... , M -- k + 1 fiir m(k) 

fur m(k) > M - 12 

M - K 
p =  { 

(1 9) ZhLl - 
= 2, , 

s/, ,rrr ( 1 0  

li 1 ,  2 ,  . . .  , N + N' 

s ==1,2 ,  ..., P. 

Diese Verhaltnisse (19) : zl, z2, . . . , r p  waihlen wir schlussendlich als {Jnbekannte des 
I'roblems. Die Gleichungen unseres Problems retlrizieren sicli somit auf die Systcmc 
( 1  4) -1 (1 7). Die Anzahl P der unbekannten 2,  ist : 

P = M (N  + N ' )  - '/2 (N  + A7') ( N  -t N' + 1) .  

I-' ist aber aucli gleich der Anzahl der skalaren Proclukte, die in (14) und (17) gleich 
0 gesetzt sind. Dicsc skalaren Produkte bezeichnen wir als <(Rester il,f2, . . . ,fp. 
\Vie wir gesehen haben, wcrden diese Reste durch eine gewisse Folge von Operationen 
;tls Funktionen der P LTnhekannten definicrt : 

f, = f, (q, z 2 ,  . . . , ZI') 

f , ( z l , z  2 , . . . ,  Zr,)=0 Y = l , z , " . . , P .  (20) 

Y - 1, 2, . . . , P,  

so class die Gleichungen des Problems nunmehr die folgendc Form aufweisen: 

Das System (20) besteht aus P nicht linearen Gleichungen. Seine Losung ist durch 
Iteration zu finden. Dazu wahlcn wir vorerst gemass (19) genaherte Adsgangswerte 
der Unbekannten zy, zg, . . . z$ und bestimmen die Elemente X&,der N + N' Kolonnen- 
mntrizen X ,  in der vorgeschriebencn Weise mittcls cler Orthonormierungsbedin- 
gungen. Alsdann berechnen wir : 

a) ffl (Xy, ... , X;+y), HZ (Xf, ... , xk~b,v,), 
b) die zusatzlichen Kolonnenmatrizen X& + N ,  + 

c) die skalarcn Produkte (14) und (17), das heisst die Reste f, (z!, . . . , 2:) Y = 1, . . . , P. 
Nach NEWTON losen wir nun an Stelle dcs Gleichungssystems (20) dxs genaherte 

. . . , Xif, 

welchcs P lineare Gleichungcn in zl, z2, . . . z p  darstellt. Die in (21) auftretenden 
partiellen Ableitungen erhalt man naherungsweise, indem man sukzessive zu j edem 
2: ein gewisses Inkrement Az: = F addiert und jedesmal (lie Werte.f, wieder bercchnct, 
tlns hcisst : 

Die Liisungcn z ,  von (21) bezeichnen wir mit z i ,  z i ,  . . . , z:,. Es sind genaherte Werte 
tlcr IJiibck:inntcm. Sic 1irgc.n im nllgcmeinc~n niihcr lwi dcm chwktr,n T,iiiungen (lc5 



Volumen XLVI, Fasciculns V I I  (1963) ~ No. 324 2927 

Problems als die gewahlten Ausgangswerte 2:. Die so gewonnenen z~f verwenden wir 
nun als Ausgangswerte fur einen neuen Iterationsschritt. Allgemein ist 

Der obere Index n bezeiclinet die Nummer des Iterationssclirittes. 
Die Rechnung wird so oft wiederholt, bis die Werte z: fur wachsendes n konstant 

bleiben, (1. h. 

K bezeichnet den tolerierten Fehler, der durch das Beibehalten einer endlichen An- 
zahl von Ziffern bedingt ist. Vorausgesetzt, dass die Folgen zy ltonvergieren, d. 11. 

Limes z l =  Z s  s = I ,  2, . . . , P 
It- filO 

stellt das P-tupel der Werte 2, die Losung des Problems dar. 
Die Konvergenz der Folgen zT(z;-', . . . z;".-l) ist gesichert, falls die Funktional- 

tleterminante 

an der Stelle z ,  = Z,r und die Anfangswerte zf sich im Innern eincs gewissen Knnver- 
genzbereichcs um Z, befinden, d. 11. 

I Z" s - 2, I _< R s = 1, . . . , P. 
I2 ist der Konvergenzradius, der im allgerneinen ungleich 0 ist. 

Falls die Funktionaldeterminante identisch verschwindet, sind sich eine gewisse 
Anzahl von Diagonalmultiplikatoren ckk gleich. Die entsprechenden Orbitale vk sind 
entartet. Das zu losende Gleichungssystem (20) ist unterbestimmt. Falls die Funk- 
tionaldeterminante in der Umgebung der Losung ungefahr Null ist, sind sich eine 
gewisse Anzahl von Diagonalmultiplikatoren ckk ungefahr gleich, d. h. die entspre- 
chenden Orbitals sind ((quasi-entartetv. Das zu losende System ist im Hinblick auf 
die numerische Rerechnung (( schlecht bestimmt i )  (ill conditioned). Dieser Fall be- 
deutct vom numerischen Standpunkt aus gesehen grosse Schwierigkeiten. Er wurde 
iiir Eigenwertprobleme bereits studiert 6) ,  bis heutc jedoch fur kompliziertere SCF- 
Probleme noch nicht ausgearbeitet. 

Angenommen, die Grenzwerte 2, seien mit der gewunschten Prazision gefunden. 
Dann konnen die N + N' gesuchten Kolonnenmatrizen X,, deren Elemente xklL 
definitionsgemass die Koeffizienten der SCF Wellenfunktion pk sind, bestimmt 
werden. Damit ist das mathematische Problem der SCF Theorie gelost. 

Die so gewonnenen Orbitals dienen zur Rerechnung von physikalischen Grossen, 
wie z. B. der Gesamtenergie des betrachteten Systems, Elektronenubergange usw. 

Fur die Gesamtenergie des betrachteten Systems resultiert die Formel : 

p- S p  ((2 R ,  +- R,) fJ0 + 2 R ,  GI ( R J  + 2 R ,  GI (R1) + ' / a  R ,  G ,  (&)], 
wobei pk in ( 5 )  durch die Linearkombination (7) ersetzt wurde. Die gesuchte Gesamt- 
energie ist eine Funktion der quadratischen Dichtematrizen R ,  und R,, d. h. eine 
Punktion der Kolonnenmatrizen XI, . . . , XN+N,, 
6) J .  B. ROSSER, C. T A N C Z ~ S ,  M. R. HBSTENRS, CV. KARUCH,  J .  Rcs. Nat. Bur. St;tiitl. 47 (1051 j ;  

A. C. AITKEN. Proc. Roy. Soc. 57A (1937). 
E. BODEWIG, Matrix (Mculus, North. Holl. I'uhl. C y .  hmstcrtlnm, Tntcrsc. Pub!. Tnc. Nrw 
York (1 956). 
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Die vorgeschriebene Methode wird in 4 2 zum Studium von Be0 angewandt, eine 
Molekel, fur die Methoden mit h e a r e r  Konvergenz bis zur Zeit dic Wellcnfunktion 
nirht ergeben konnten. 

2. LCAO-MO-SCF Wellenfunktion fur BeO. - Die in 9 1 beschriebene Methodc 
von MAS% wurde zur Berechnung der 12-Elel<troncn-Eindeterminaten-Wellen- 
funktion fur den Singlett-Grundzustand von R e 0  angewandt. Djese T,CAO-MO 
Wellenfunktion hat die Form: 

Dic 6 SCl;-T,CAO-MO @, sinrl dcfiniert clurrli : 

x 

Die durcli (1) und (2 )  bedingte Naherung bezeichnen wir nach MULLIKEN als SCF- 
LCAO-MO-Approximation. Die Unterscheidung der verschiedenen Approximations- 
typen fur A 0  und MO und ihre entsprechende Rezeichnungsweise wurden von 
MULLIKEN auf das Genaueste durchgefuhrt '). 

Als Basisfunktionen xII wurden die SLATER'Schcn Funktionen : 

x = N Y"-' dr Y y  (t?, v) 
B 

fur die Zustande Is, 2s, a$,, 2$,, 2$,- der beiden Atome Be und 0 gewahlt. Einen 
solchen Satz von Basisfunktionen bezeichnet man als QSLATER minimal STO 
sct.8) (S'TO 7 SLATER type orbital). Dcr Index ,/I in x,([) nuxncriert die Rasisorbitals. 
Die Numericrung unserer Rasisorbitals wurde entspreclicncl tlerjenigcn von RANSII. y, 

gcwalllt, cl. 11. : 

Atom Is 2s 2PG 2P,+ 2Pn- 

I k  1 2 3 7 9 
0 4 5 6 8 10 

I3 c 0 
(1 ,  3,700000 7,700 000 
c z r  0,975 000 2,275 000 
5'2PV 0,975 000 2,275000 
[zrv 0,975 000 2,275000 

7, R. S. MIJLLIKEN, Rev. Modern Physics 32, (1 060). 
8 )  R .  S. MIJLLIKEN, J .  chem. Physics36, 3428 (1962). 
9, T3. J .  KANSIL, Rev. Modern Physics 32, 245 (1960). 
In) c'. :\. CO~TLSCJN, Vdencc, Clarentlon Prcss, Oxford 1956; J .  C. SLATER, Physic. Rev. ,?6, 57 (1030). 
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Die Rechnung wurde fur die Kerndistanz im Gleichgewicht, d. h. fur R = 2,515 
a. u. = 1,331 A durchgefuhrtll). Die notwendigen Integrale fur Be0 wurden den1 
Autor in verdankenswerter Weise von Herrn Dr. B. J. RAKSIL zur Verfugung ge- 
stellt. Die numerischen Werte dieser Integrale wurden mittels des Digital-Rechen- 
programms, das vom Personal des Laboratory of Molecular Structur and Spectra, 
Universitat Chicago (USA), entwickelt wurde, erhalten. 

Die gesuchten Koeffizienten xib, x,,~ = xSp von (2) sind nach der in Abschnitt 1 
entwickelten Methode von MASSE bestimmt worden. Das mathematische Problem 
besteht in unserem Spezialfall in der Losung eines Systems von 15 nicht linearen 
Gleichungen mit 15 Unbekannten : 

fr(z1, z2, . .. , z15) == 0 Y = 1, 2, . . . , 15. ( 3 )  

Als genaherte Ausgangskoeffizienten wurden die von RANSIL berechneten MO- 
Koeffizienten von BF9) eingesetzt. 

Die Rerechnungen wurden in Algol-Gamma 6012) programmiert 13) und von der 
Elektroiienmaschine BULL Gamma 60 durchgefuhrt. Das Programm ist exakt. Es 
wurde voni Autor durch Berechnung der ersten Zyklen von Be0 mit der Tisch- 
maschine Schritt fur Schritt verifiziert. Das System der 15 nicht linearen Gleichungen 
wird durch Iteration gelost, die so lange dauert, bis das gestellte Konvergenz- 
ltriterium erreicht ist. Dieses wurde im vorliegenden Fall bei 1 0 P  angesetzt, d. h., 
n-enn 2 sukzessive Satze von MO-Koeffizienten bis zur 5. Dezimalstelle uberein- 
stimmen, hort die Iteration auf. Die Konvergenz wurde nach dem 7. Zyklus ohne 
jegliche Schwierigkeit erreicht. Die Anzahl der Operationen pro Zyklus belauft sich 
auf rund 25000. Am Ende eines jeden Zyklus wird die ihm entsprechende Elektronen- 

Energie und die Distanz: R = J/E i = 1, . . . , 15 gedruckt, welch letztere die 
' 

Entfernung von der Losung im Raurn der Reste darstellt. Am Scliluss der Rech- 
nung werden gedruckt : 

Die Koeffizienten der besetzten Orbitals, y1, 'pz, p3, y4, p i ,  p9, 

die Koeffizienten der virtuellen (unbesetzten) Orbitals : cp5, p6, p8, pl0 

die Dichtematrix, die HAMILTON-Matrix, die Elektronen-Energie, die totale 

und deren Orbitalenergien ei, 

Energie (= Elektronenenergie plus Energie der Kernabstossung) , 

die Gesamtenergie des ersten angeregten Singlett-Zustandes, die Gesamtenergie 
des ersten angeregten Triplett-Zustandes, die entsprechende Singlett-Singlett- und 
Singlet t-Triplet t-Ubergangsenergie. 

11) Tables of interatomic distances and configuration of molecules and ions. Chem. SOC., London 
(1958) ; G. HERZRERG, Molecular Spectra and Molecular Structurcs I, Spectra of Diatomic 
Moleculcs, Princeton 1955. 

12) Reviscd Rcport on the Algorithmic Language ALGOL60, Comm. of the Ass. for Comp. 
Machincry (6) 1.17 (1963); H. R. SCHWARZ, ib id .  (5) 82-95 (Febr. 1962). 

13) J .  L. MASSE & M. B~RLOCHER, unveroffcntlicht. 
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Resultate: 
Molekel BeO, Zustand: IZ+ la2 202 3a2 402 ln4 

SLATER LCAO-MO : 

z i p  ei(a. u.) Z i p  .,(a.u.) 

XI1 -0,00019 ~ 4 1  -0,12789 
xP2 0,32233 
x43 0,12813 
x44 0,06381 - 0,42481 

~ 4 5  -0,36393 

40  ( x12 -0,00476 
x13 -0,00566 
x14 0,99610 
xI5 0,01894 

-- 20,49639 

xI6 0,00284 x4g  0,87640 

x21 0,99574 xS1 0,15255 

x53 0,54211 
virt. x~~ -0,01419 

x55 0,03965 
5a i x56 0,23521 

xZ2 0,01624 ~ 5 2  -0,83559 

- 0,00276 

X2a 0,00785 
x25 0,00486 

~ 2 3  -0,00235 
- 4,68892 

x24 -0,00222 

la 

$31 -0,08953 0,05584 

x63 -1,13537 

0,98117 
xS6 0,52933 

z i p  

x32 0,10853 
x33 0,09149 

x35 0,92163 
x36 0,11401 

x62 -0,76613 

0,51500 -- 1,16864 
~ 3 4  -0,23969 

x77 0,51021 2n  ( xS7 0,89020 
xT8 0,75338 - 0,34933 virt. xS8 -0,69655 0,25808 

Totale Elektronenenergie Emin = ~ 101,79837 a. u. 
Gesamtenergie Etot = - 89,07471 a. u. 

Die cxperimentelle Gesamtenergie ergibt sich wie folgt : 

EatBe = - 14,67 a. u. 14) 15) 

Eat 0 = - 75,109 a.  u. 
EBlnd. = - 0,176 a. u. 16) 

Etot.exp. = - 89,955 a. u. 
Korrelationsenergie = -- 0,880 a. u. = - 23,94 eV. 

Energie der tiefsten angeregten Zustande won BeO. Die Berechnung der tiefsten 
angeregten Zustande fur B e 0  erfolgt naherungswcise mit Hilfe der MO, die fur den 

14) R. E. WATSON, Physic. Rev. 119, 170 (1960). 
15) C .  E. MOORE, Nat. Bur. Standards (U.S.) Cir. No. (467) (1949); B. J. RANSIL, Rev. modern 

16) W. A. CHUPKA, J. BERKOWITZ, C. F. GIESE, J. chem. Physics 30, 827 (1959); J. BERKOWITZ, 
Physics 32, 243 (1960). 

ibid. 30, 858 (1959); A. LAGERQVITZ, Arliiv Fysik 7, 473 (1954). 
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Grundzustand gefunden werdenI7). Diese oft benutzte Naherung ist auch fur den 
vorliegenden Fall zulassig. Im ubrigen haben verschiedene Autoren gefunden, dass 
die mit dieser Naherung resultierenden Werte der Anregungsenergien sehr nahe 
bei denjenigen Werten liegen, die man erhalt, falls man die Wellenfunktion des 
hctrachteten angeregten Zustandes direkt durch Variation bestimmt und die ent- 
sprechende Energie von der Energie des Grundzustandes subtrahiert 18). 

Dabei ist zu beachten, dass bei der vorliegenden Methode von MASSE die zusatz- 
lichen MO @, (m = 5,6,%, lo), die per definitionem orthogonal zu den besetzten MO 
sind (Gleichung 16, 9 l), den ganzen 2-dimensionalen virtuellen u und n Raum auf- 
spannen. Sie koinzidieren aber im allgemeinen nicht mit den virtuellen (unbesetzten) 
Orbitals, nennen wir sie Ym, die als Eigenfunktionen von SjsCF definiert sind: 

$"" Urn = E ,  Ym m = N t- 1, ... , M .  

In der Tat sind die virtuellen Orbitale Linearkombinationen der Om 

Die Koeffizienten c,,~ erhalt man durch Losung der Sakulargleichung : 

:If mit : 
H p n  = @* $ s C " @ n d ~ j ;  2 ~2~ = 1 

/ p  n ~~ X 1 
m = N + 1, ... , M .  

Die so gefundenen Orbitale !P,n sind nun Eigenfunktionen des Operators $)sCF 

und werden virtuelle Orbitale genannt. Diese virtuellen Orbitale werden zur Berech- 
riung der tiefsten Anregungsenergien benutzt. 

Es sei ein Elektron voni Zustand pi in den virtuellen Zustand pq angeregt. Dann 
resultiercn die Ubergangsenergien : 

E ( ' , 3 Q i q )  - E ( l @  o) = tq - ci - (Ji, - Kiq)  f K j q ,  

wobei das Plus-Vorzeichen fur den Singlett-Zustand und das Minuszeichen fur den 
Triplett-Zustand gilt. 

Wir'haben hier lediglich den Ubergang O7 + Q5 d. h. 1 z+ + g5 betrachtet, der 
zu einem angeregten Singlett- und Triplett-Zustand fuhrt. Dieser Ubergang muss 
gemass unsern Resultaten sowie gemass der ausgefuhrten Arbeiten uber die Molekel C, 
(die isoelektronisch mit Be0  ist) 19) den kleinsten Singlett-Triplett-Anregungs- 
energien und damit den Banden grosster Wellenlange entsprechen. 

Unsere Rechnung ergibt fur die Singlett-Singlett Ubergangsenergie : 

E,,, = 0,090 a.u. 2,45 eV. 

C. C. J. ROOTHAN, Rev. modern Physics 23, 69 (1951); R. S. MULLIKEN, J .  chem. Physics 46, 
497 (1949). 
J .  HIGUCHI, J. chem. Physics 22, 1339 (1954); J .  W. RICHARDSON, J.  chem. Physics .35, 1829 
(1961). 
E. CLEMENTI & I<. S. PITZER, J. chem. Physics (3) 32, 656 (1960). 
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Diese Ubergangsenergie durfte der Bande 4700 A = 0,097 a. u. = 2,64 eV ent- 
sprcchcn, gemessen durch BALLIK & RAMSEY zo)  sowie THRUSH 21). 

Eine Begrundung dafur, wieso die so berechnete Ubergangsenergie stets kleiner 
als die gemessene ist, wird von RICHARDSON 2*) gegeben. 

T h -  berechnetc Singlctt-Triplett-Gbergang E ,  + ergibt sich zu 0,025 u. a. 
= 0,69 eV. Experimentell liegen diesbezuglich keine Beobachtungcn vor. 

~ o i c i s i e r u ~ ~ s e n e r g i e .  Um die Ionisierungsenergie fur einfach ionisierte Zustande 
xu berechnung, verwenden wir dieselbe Nalierung wie fur die Anregungsenergien, 
d. h. wir benutzen die fur die nicht ionisierte Molekel gefundenen MO (Theorem von 
KOOPJIAKS) 23). Fur einfach ionisierte Zustande gilt die Gleichung : 

E(2Y’I) - E ( l Y o )  = E ~ .  

lYJo ist die Singlett-Grundzustandsfunktion, die Duplett-Zustandsfunktion, die 
durch Weglassen eines Elektrons, d. h. von vicx oder pi/? in der lY,,-Funktion ent- 
steht. I>iese Naherung zeigt im allgcineinen fiir einfach ionisierte Zustande eine gute 
i‘bereinstimmung mit den experimentellen Daten. Fur mehrfach ionisierte Zustande 
ist sie jedoch nicht zulassig. Falls pi $-fach entartet ist (wie im vorliegenden Fall 
y’ , ,  p9), k6nnen $ Wellenfunktionen gebildet werden, denen dieselbe Energie ent- 
spricht. Die ionisierten Zustande sind ebenfalls $-fach entartet (abgesehen von der 
Spinduplizitat). Das Theorem von KOOPMANS ist in diesem Falle noch anwendbar. 
Die berechneten ci finden sich in der Tabelle Seite 2930. Esperimentelle Daten 
liegen nicht vor. 

Di$olmowent. Unter Kenutzung der Dichtematrix und der Matrix dcr Dipol- 
integrale bcrechneten wir das Dipolmoment p(O-Be+) 

p = 1,48 a.u. = 3,76 D 

l)er experimentelle Wert von ,u ist zur Zeit u. W. niclit bekannt. Es ist jedoch 
zu erwalinen, dass bei der Bcnutzung eines SLATER [ minimal STO set im allge- 
meinen schlechte Werte fur das I>ipolmomcnt erhalten werden. Ausfuhrungen von 
M v L L I K m  in ((Criteria for the Construction of Good Self-Consistent-Field Molecular 
Orbital Tl’ave Functions, and the Significance of LCAO-MO Population AnalysisaZ4) 
aeigen, dass die Wahl eines sorgfaltig ausgesuchten erweiterten Satzes von Basis- 
funktionen nicht nur die Energien sondern auch das Dipolmoment den experi- 
mentellen Werten sehr nahe bringen konnen. Die Durchfuhrung eincr solchen Rech- 
iiung fur B e 0  unter Beniitzung eines erweiterten Satzes von Basis-Funktionen ist 
vom hutor vorgesehen. 

Ich bin Dr. J .  L. M ~ s s e ,  dcm Autor der angewandtcn Mothode, zu grosstem Dank verpflichtet. 
Seine ausscrordentlichcn Kcnntnisse auf dem Gebiete dcr numerischen Analysis sowic scinc hilf- 
reichen Diskussionen haben mir wertvolle Dienste geleistet. 

z’) E. A.  BALLIK & D. A.  RAMSEY, J. chem. Physics 37, 1128 (1959) 

22) J .  W. RICHARDSON, J .  chem. Physics (5) 35, 1829 (1961). 
z 3 )  T. KOOPM.ANS, Physica 7, 104 (1933). 
2s) R. S. MULLIKKN, J. chem. Physics 36, 3428 (1962). 

R. A. THRUSH, Proc. chem. SOC. 19660, 339. 
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Der iiitellektuellen Ehrlichkeit von Dr. B. J.  RANSIL in seinem 1960 veroffentlichten Artikel 
iiber zweiatomige Molekeln verdanlic ich das Thema dicscr Xrbeit. Dr. RANSIL hat  mir zudem alle 
fur Be0 notwendigen Integrale in verdankenswerter Wcisc zur  Verfiigung gestellt. 

Aufrichtigen Dank an Commissaire GCnCral FRANGOIS MASSE fur seine grossziigige Untcr- 
stutzung. 

SUMMARY 

The self consistent wavefunctions of the Be0 molecule could not possibly be 
computed with the usual SCF ROOTHAAX’S procedure, because the SCF calculations 
failed to converge in this case. This is why we tried to treat this molecule with the 
SCF methode of J. L. MASSE, which exhibits a quadratic convergence. The cal- 
culation were performed on BULL-Gamma 60 computer and show a very good 
convergence. 

In this work we restrained the basis SLATER-type orbitals to the simple ((minimal 
set)) with usual exponents. 

The total energy is found to  be -89.075 a.u., the first singlet-singlet and singlet- 
triplet excitation energies respectively 0.090 a. u. and 0.025 a. u. So the ground state 
is found a singlet one, as was expected from the spectroscopic measurements. The 
computed correlation energy is -0.880 a.u.  = -23.94 eV and the dipole moment 
(0-Be+) 1.48 a.u.  = 3.76 D. 

Laboratoire de Physique M.G.P. de la FacultC des sciences de Lyon 
43, Bd. de I’Hippodrome, Villeurbanne ( R h h e ,  France) 

325. Contribution 51 l’analyse des 
par R. Brun 

(3 X 63)  

chromates du ciment 

Indrodmta’on. L’analyse des chromates du ciment a conimenck A prendre une cer- 
taine importance au moment oh PIRILA & KILPIOI), de m&me que JAEGER & PEL- 
~ 0 x 1 ~ )  ont observk sue’ le majorit4 des maqons qui souffraient d’un eczkma au ciment 
prksentaient une hypersensibilitk de contact (eczkmateuse) au chrome hexavalent. 

L’hypersensibilitC dc contact est demontree lorsque l’application sur la peau dc la substance 
incriminee, d i luk  convenablement, est suivie de l’apparition, aprks 24 h ou 48 h d’un eczCma 
localis6 & l’endroit de contact. 

On a alors rcchcrchC e t  effectivement trouvC des chromatcs dans certains ciments, mais les 
quantites mises en 8vidence sont trks faibles e t  souvcnt en-dessous du seuil dc scnsibilit8 de ces 
malatles. Ainsi, il arrive frCquemment quc le test d’hypersensibilit8 avec la solution de K2Cr2O7 
soit positif, tandis que le test d’hypersensibilit8 au ciment est n8gatif. Enfin, chez certains ma- 
lades chez qui le test au ciment (mClange de ciment e t  d’eau) est positif, on remarque asscz sou- 
vent qu’ex8cut6 uniqucment avec le filtrat aqueux de ce mClange (filtrat contenant en principe 
les chromates), le test est nCgstif. Ccs constatations font que de nombreux auteurs, tout en recon- 
naissant le parallClisme entre hypcrscnsibilitd au chrome hexa\dent  c t  eczima au ciment, sc 
tiemandent si les chromates sont rCcllement & l’origine de la maladic. Cctte tiernii.re presentc sur 

l) 1‘. PIRILA & 0. KILPIO, Acta derm.-vcncr. 2.9, 550 (1949). 
2, H. JAEGER & E. PELLOXI, Dcrmatologica 700, 207 (1950). 




